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+sin3 π

12
cos3 π

12
3 6−−√

8
3 2−−√

4
3 6−−√

16
5 2−−√

8

8
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 1

می دانیم: 

 2

می دانیم: 

تمام زاویه ها را برحسب   می نویسیم.  3

 

 همه جملات را بر   تقسیم می کنیم 

 4

می دانیم: 

تمام زوایا را برحسب  می نویسیم .  5

  

 :صورت و مخرج کسر را بر   تقسیم می کنیم

می دانیم:   6

 : می دانیم

  

 7

tan a + cot a =
2

sin 2a

tan 195 − tan 105 = tan(π + 15) − tan( + 15) = tan 15 + cot 15 = = = 4π

2
2

sin 30
2
1
2

cos 2a = 2 a − 1cos2

fof(cos x) = f(f(cos x)) = f(2 x − 1) = f(cos 2x)cos2

= 2 2x − 1 = cos 4xcos2

20
∘

=  
2 sin − cos250

∘
160

∘

sin + 3 cos −  sin160∘ 70∘ 110∘

2 sin( − 20) − cos(π − 20)
3π

2

sin(π − 20) + 3 cos( − 20) −  sin( + 20)π

2
π

2

=  =  
−2 cos 20 + cos 20

sin 20 + 3 sin 20 − cos 20
− cos 20

4 sin 20 − cos 20

=  =  = = −2
− cot 20

4 − cot 20

−8
3

4 −
8
3

−8
3

4
3

sin 20

cos 2a = 2 a − 1cos2

cos 2α = 2 cos α − 1 = 2( ) − 1 =  − 1 =  2 2
9

4
9

−5
9

25∘

=  =  =  
sin −3cos155

∘
245

∘

cos −2sin295
∘

65
∘

sin(π−25)−3cos( −25)
3π

2

cos( +25)−2sin( −25)
3π

2
π

2

sin25+3sin25
sin25−2cos25

4sin25
sin25−2 cos25

=  =  =  − =  −
4tan25

tan25−2
4 (0٫48)

0٫48−2
1٫92

−1٫52
192
152

24
19

cos 25

cos 2a = و sin 2a =
1 − atan2

1 + tan a2

2 tan a

1 + tan a2

3 sin x − 4 cos x = 5 ⇒ 3( ) − 4 ( ) = 5
2 tan

x

2

1 + tan 2 x

2

1 − tan 2 x

2

1 + tan 2 x

2

 6 tan − 4(1 − tan ) = 5(1 + tan )− →−−−−−−−−−−−

×(1+tan )2 x

2 x

2
2 x

2
2 x

2

→ tan − 6 tan + 9 = 0 →  = 0 →  tan − 3 = 0 → tan = 32 x

2
x

2
(tan − 3)

x

2
2 x

2
x

2

tan x =  =  =  −

2 tan
x

2

1 −  tan 2 x

2

2 (3)

1 − 9
3
4

cos 2x =  = =  =  = 0٫28
1 −  tan x2

1 + tan x2

1 −
9

16

1 +
9

16

7
16
25
16

7
25

tan( + x) = − cot x ⇒ − cot x = 2 ⇒ cot x = −2 ⇒ tan x = −
3π

2
1
2

9
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اول از اتحاد مزدوج و سپس از روابط   و   استفاده می کنیم:   8

می دانیم:   9

داریم:  10

 11

 12

ناحیه ي اول یا چهارم   

از اشتراك جواب هاي بالا داریم:

ناحیه ي چهارم    

با توجه به فرمول هاي  داریم:  13

  

لذا داریم:

 

 14

میدانیم:  

حال به کمک رابطه ي  ، حاصل  را می یابیم:

 15

x = = =cos2 1
1 + xtan2

1
1
4

4
5

x = 2 x − 1 = − 1 = = 0٫6cos2 cos2 8
5

3
5

tan x + cot x =
2

sin 2x
cot x − tan x = 2 cot 2x

=

− = (cot − tan )(cot + tan ) = 2 cot 2( ) ×cot215∘
tan215∘ 15∘ 15∘ 15∘ 15∘ 15∘ 2

sin 2( )15∘

2 cot × = 2 × = 2 × 4 = 830∘ 2
sin 30∘

3
−−

√
2
1
2

3
−−

√ 3
−−

√

cot x − tan x = 2 cot 2x

cot x − tan x = 1 ⇒ 2 cot 2x = 1 ⇒ cot 2x = ⇒ tan 2x = 2
1
2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin (−112 ) = − sin 112 = − sin (90 + 22 ) = − cos 22∘ ∘ ∘ ∘ ∘

sin 158 = sin (180 − 22 ) = sin 22∘ ∘ ∘ ∘

cos 202 = cos (180 + 22 ) = − cos 22∘ ∘ ∘ ∘

⇒   = = +
sin (−112 ) + sin 158∘ ∘

cos 202∘

− cos 22 + sin 22∘ ∘

− cos 22∘

− cos 22∘

− cos 22∘

sin 22∘

− cos 22∘

= 1 − tan 22 = 1 − =∘ 2
5

3
5

tan θ = 0٫2 = ⇒ cot θ = = 5
1
5

1
tan θ

= = = 3
cos ( + θ) − cos (π + θ)

3π

2

sin (π − θ) − sin(3π + θ)

sin θ + cos θ

sin θ + sin θ
= =====================
می کنیم sinθ جملات را تقسیم بر 1 + cot θ

1 + 1
6
2

sin2α < 0 ⇒ 2sinαcosα < 0 ⇒ α ∈ (سینوس و کسینوس باید ھم علامت باشند چون ضربشان مثبت شده است) ناحیه ی دوم یا چھارم

cot(−β) sin β < 0 ⇒ sin β < 0  ⇒ cos β > 0 ⇒ β ∈
− cos β

sin β

⇒   α , β ∈

2α

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin α cos α = sin 2α sin cos = sin x
1
2

− →−−−

α=
x

2 x

2
x

2
1
2

cos 2α = 1 − 2 α cos x = 1 − 2sin2 − →−−−

α=
x

2
sin2 x

2

sin cos (2 − 1) = sin x(− cos x) = −
x

2
x

2
sin2 x

2
1
2

1
2

sin x cos x  
sin 2x

1
2

= − sin 2x − sin = − × = −
1
4

= =====

x=
π

12 1
4

π

6
1
4

1
2

1
8

cot a − tan a = 2 cot 2a

tan x − cot x = 4 → −2 cot 2x = 4 → cot 2x = −2

1 + u =cot2 1
usin2

sin 2x

1 + 2x = 5 = ⇒ 2x = ⇒ sin 2x = ±cot2 1
2xsin2

− →−−−−−
cot 2x=−2 1

2xsin2
sin2 1

5

5
−−

√

5

= =
cos 255 − cos 165∘ ∘

2 sin 75 + 3 cos 105∘ ∘

cos (270 − 15 ) − cos(180 − 15 )∘ ∘ ∘ ∘

2 sin(90 − 15 ) + 3 cos(90 + 15 )∘ ∘ ∘ ∘

− sin 15 + cos 15∘ ∘

2 cos 15 − 3 sin 15∘ ∘

10
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 16

بنابراین با جایگذاري در تساوي داده شده خواهیم داشت:

حال براي محاسبه ي  از تساوي  کمک می گیریم:

ابتدا تمام زوایا را برحسب   مینویسیم:  17

 

  : بنابراین داریم

تمام جملات را بر  تقسیم میکنیم در نتیجه:

 18

ابتدا تمام زوایا را بر حسب  مینویسیم:

  :بنابراین داریم

تمام جملات را بر  تقسیم میکنیم در نتیجه:

میدانیم:    19

 

 20

می دانیم: 

در ناحیه ي چهارم دایره ي مثلثاتی، کسینوس مثبت و سینوس منفی است.
 21

     پس

می دانیم:    22

حال باید حدود   را پیدا کنیم. 

 باتوجه به دایره ي مثلثاتی  می باشد.

π

π

3

2
1

3

1

-

== =======
÷cos15∘ − tan 15 + 1∘

2 − 3 tan 15∘

1 − a

2 − 3a

sin(x − ) = sin(−( − x)) = − sin( − x) = − cos x , cos(π + x) = − cos x
π

2
π

2
π

2

− cos x − 2 cos x = 1 ⇒ −3 cos x = 1 ⇒ cos x = −
1
3

cos 2xcos 2x = 2 x − 1cos2
cos 2x = 2(− − 1 = −

1
3

)2 7
9

15∘

cos = cos( + ) = sin , sin = sin( − ) = − cos285∘ 270∘ 15∘ 15∘ 255∘ 270∘ 15∘ 15∘

sin = sin( − ) = sin( − ) = sin , sin = sin( + ) = cos525∘ 540∘ 15∘ 180∘ 15∘ 15∘ 105∘ 90∘ 15∘ 15∘

=
cos − sin285∘ 255∘

sin − sin525∘ 105∘

sin + cos15∘ 15∘

sin − cos15∘ 15∘

cos 15∘

= = = = −
tan + 115∘

tan − 115∘

0٫28 + 1
0٫28 − 1

1٫28
−0٫72

−128
72

16
9

20∘

sin = sin( − ) = − cos , sin = sin( − ) = sin(− ) = − sin250∘ 270∘ 20∘ 20∘ 700∘ 720∘ 20∘ 20∘ 20∘

cos = cos( + ) = cos( + ) = − cos , cos = cos( + ) = − sin560∘ 540∘ 20∘ 180∘ 20∘ 20∘ 110∘ 90∘ 20∘ 20∘

=
sin + sin250∘ 700∘

cos − cos560∘ 110∘

− cos − sin20∘ 20∘

− cos + sin20∘ 20∘

cos 20

= = = =
−1 − tan 20∘

−1 + tan 20∘

−1 − 0٫4
−1 + 0٫4

−1٫4
−0٫6

14
6

7
3

tan 2a = , cot a − tan a = 2 cot 2a

2 tan a

1 − atan2

tan − cot = 1 → cot − tan = −1 → 2 cot x = −1 → cot x = → tan x = −2x

2
x

2
x

2
x

2
−1
2

tan 2x = → tan 2x = = =
2 tan x

1 − xtan2

2(−2)

1 − 4
−4
−3

4
3

sin 2a = 2 sin a cos a

sin( + α) > 0 → cos α > 0π

2

sin 2α < 0 → 2 sin α cos α < 0 sin α < 0− →−−−
cosα>0

cos = cos( − ) = − sin215∘ 270∘ 55∘ 55∘

sin = sin( − ) = − sin305∘ 360∘ 55∘ 55∘

cos = cos( + ) = sin325∘ 270∘ 55∘ 55∘

:
sin + 2 cos55∘ 215∘

3 sin − cos305∘ 325∘ =
sin − 2 sin55∘ 55∘

−3 sin − sin55∘ 55∘ =
− sin 55∘

−4 sin 55∘ =
1
4

= a

cos 2a = a − acos2 sin2

α − α = ( )( α − α) = cos 2αcos4 sin4
α + αcos2 sin2

  

1

cos2 sin2

cos 2α

− < α < → − < 2α <
π

6
π

6
π

3
π

3

←< cos 2α ≤ 1
1
2

11
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می دانیم:   23

می دانیم:    24

می دانیم:   25

می دانیم:   26

می دانیم:   27

می دانیم :   28

می دانیم:   29

 30

می دانیم:   

= 1 − sin 2a(sin a − cos a)2

cos 2a = 1 − 2 asin2

sin x − cos x = 1 − sin 2x = → sin 2x =
1
3

− →−−
توان2 1

9
8
9

cos 4x = 1 − 2 2x = 1 − 2( ) = 1 − =sin2 64
81

128
81

−47
81

cos 2a = , = tan 2a
1 − atan2

1 + atan2

2 tan a

1 − atan2

1 + tan 10 tan 20 = 1 + tan 10 = 1 +
2 tan 10

1 − 10tan2

2 10tan2

1 − 10tan2

= = = =
1 − 10 + 2 10tan2 tan2

1 − 10tan2

1 + 10tan2

1 − 10tan2

1
1− 10tan2

1+ 10tan2

1
cos 20

sin 2a = و cos 2a =
2 tan a

1 + atan2

1 − atan2

1 + atan2

sin 2x + cos 2x = − → + = −
1
5

2 tan x

1 + xtan2

1 − xtan2

1 + xtan2

1
5

+ = → =− →−−−−
tanx=A 2A

1 + A
2

1 − A
2

1 + A
2

−1
5

2A + 1 − A
2

1 + A
2

−1
5

→ 10A + 5 − 5 = −1 − → 4 − 10A − 6 = 0 → 2 − 5A − 3 = 0A
2

A
2

A
2

A
2

Δ = − 4ac = 25 + 24 = 49 → , = = 3, − → tan x = 3 , −b
2

A1 A2
5 ± 7

4
1
2

1
2

cos 2a = a − acos2 sin2

cos 2a = 1 − 2 asin2

x + = x → x − x = → ( )( x − x) =sin4 1
4

cos4 cos4 sin4 1
4

x + xcos2 sin2
  

1

cos2 sin2 1
4

→ cos 2x =
1
4

cos 2x = 1 − 2 x → = 1 − 2 x → 2 x = → x = → x =sin2 1
4

sin2 sin2 3
4

sin2 3
8

sin4 9
64

sin 2a =
2tan a

1 + atan2

cot( ) = → cot( + ) = → − tan = → tan = −
x + π

2
1
2

π

2
x

2
1
2

x

2
1
2

x

2
1
2

cos( ) = cos( + x) = − sin x = − = − = =
π + 2x

2
π

2

2 tan x

2

1 + tan2 x

2

2(− )
1
2

1 +
1
4

1
5
4

4
5

cos 2a = 1 − 2 a, tan a + cot a =sin2 2
sin 2a

tan + cot = 3 → = 3 → sin α =
α

2
α

2
2

sin α

2
3

cos 2α = 1 − 2 α → cos 2α = 1 − 2( ) = 1 − =sin2 4
9

8
9

1
9

= 1 − sin 2a(sin a − cos a)2

sin α − cos α = 1 − sin 2α = → sin 2α =
1
2

− →−−
توان 2 1

4
3
4

cos( − 2α) = − sin 2α = −
3π

2
3
4

1 + cosu = 2cos2 u

2
sinu = 2sin cosu

2
u

2

12
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باتوجه به  یک رابطه بین   و  بدست می آوریم.  31

ها، مساوي آن یعنی   را قرار می دهیم. حال در صورت تست، به جاي تمام 

32  اگر زاویه ي   در موقعیت استاندارد باشد، نقطه ي انتهایی کمان   دایره ي مثلثاتی را طبق شکل مقابل در نقطه ي   قطع می کند.

 

cos

sin
sin

cos
θ

θ

θ

θ

θ

پس  است.

 33

می دانیم:   34

می دانیم:   35

می دانیم:   36

= → = tan =
sinα

1 + cosα

1
2

2sin cosα

2
α

2

2cos2 α

2

α

2
1
2

tan( + ) = − cot = = = −2π

2
α

2
α

2
−1

tan α

2

−1
1
2

cot α = 2sin αcos α

cot α = 2 ⇒ = 2 cos α = 2 sin α
cos α

sin α
− →−−−
sinα≠0

cos α2 sin α

=
α + α sin αsin4 cos3

4 α αsin2 cos2

α + (2 sin α sin αsin4 )3

4 α(2 sin αsin2 )2

= = = =
α + 8 α sin αsin4 sin3

4 α × 4 αsin2 sin2

α + 8 αsin4 sin4

16 αsin4

9 αsin4

16 αsin4

9
16

θθ
∣

∣
∣
cos θ

sin θ

cos θ = , sin θ =
−2 2

−−
√

3
1
3

cot θ = = = −2 , cos( − θ) = − sin θ = −
cos θ

sin θ

−2 2√

3

1
3

2
−−

√
3π

2
1
3

A = = = = −271 + θcot2

cos( − θ)
3π

2

1 + (−2 )2
−−

√
2

−
1
3

9

−
1
3

A = =
sin + cos110∘ 340∘

2 cos + cos110∘ 650∘

sin( + ) + cos( − )90∘ 20∘ 360∘ 20∘

2 cos( + ) + cos( + + )90∘ 20∘ 360∘ 270∘ 20∘

= = = −2 cot = −2( ) = =
cos + cos20∘ 20∘

−2 sin + sin20∘ 20∘

2 cos 20∘

− sin 20∘
20∘ 1

tan 20∘

−2
0٫3

−20
3

a =tan2 1 − cos 2a

1 + cos 2a

cos(π + 2x) = → − cos 2x = → cos 2x = −
1
3

1
3

1
3

x = = = = 2 → tan x = ± tan x = −tan2 1 − cos 2x

1 + cos 2x

1 +
1
3

1 −
1
3

4
3
2
3

2
−−

√ − →−−−−−−−−−−−−−−
ناحیه ی دوم دایره ی مثلثاتی

2
−−

√

tan 2a =
2 tan a

1 − atan2

sin x − 2 cos x = 0 → sin x = 2 cos x tan x = 2− →−−−
÷cosx

tan 2x = → tan 2x = =
2 tan x

1 − xtan2

2(2)

1 − 4
4

−3

tan 2a = , sin 2a =
2 tan a

1 − atan2

2 tan a

1 + atan2

= = ×
xtan2

1 − xtan4

xtan2

(1 + x)(1 − x)tan2 tan2

tan x

1 + xtan2

tan x

1 − xtan2

= × × × = sin 2x ⋅ tan 2x sin ⋅ tan
1
2

2 tan x

1 + xtan2

1
2

2 tan x

1 − xtan2

1
4

= ====

x=
π

12 1
4

π

6
π

6

= ( )( ) =
1
4

1
2

3
−−

√

3

3
−−

√

24

13
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می دانیم:   37

 38

می دانیم:  

 

می دانیم:    39

می دانیم:   40

  : از طرفی

می دانیم:  41

 42

می دانیم:   43

می دانیم:    44

 

sin 2a = 2 sin a cos a

1 + cos 2a = 2 acos2

= = = tan
sin 20∘

1 + cos 20∘

2 sin cos10∘ 10∘

2cos210∘

sin 10∘

cos 10∘
10∘

cot a − tan a = 2 cot 2a , sin 2a =
2 tan a

1 + atan2

sin 2x = → = → 4 + 4 x = 10 tan x
4
5

2 tan x

1 + xtan2

4
5

tan2

→ 4 x − 10 tan x + 4 = 0 → 2 x − 5 tan x + 2 = 0 tan x = = 2 ,tan2 tan2 − →−−−−−−−−−−−−
Δ= −4ac =25−16=9b

2 5 ± 3
4

1
2

:پس

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cot − tan = 2 cot x = 2( ) 1x

2
x

2
1

tan x
= =====

tanx=2

cot − tan = 2 cot x = 2( ) 4x

2
x

2
1

tan x
= =====

tanx=
1
2

cot a − tan a = 2 cot 2a

tan − cot = −(cot − tan ) = −2 cot x = −2( ) = −2( ) = −
x

2
x

2
x

2
x

2
1

tan x

3
4

3
2

a − a = cos 2a , cos 2a =cos2 sin2 1 − atan2

1 + atan2

( + x) = + x x − x =sin4 π

2
1
3

sin4 − →−−−−−−−−−−−−−

sin( +x)=cos x
π

2
cos4 sin4 1

3

→ )( x − x) = → cos 2x =( x + xcos2 sin2
  

1

cos2 sin2 1
3

1
3

cos 2x = → = → 1 + x = 3 − 3 x
1 − xtan2

1 + xtan2

1
3

1 − xtan2

1 + xtan2
tan2 tan2

→ 4 x = 2 → x = → tan x = ± tan x =tan2 tan2 1
2

2
−−

√

2
− →−−−−−
مقدار مثبت 2

−−
√

2

sin a cos a = sin 2a,
1
2

− = =
1

sin 15∘

1
cos 15∘

cos − sin15∘ 15∘

sin cos15∘ 15∘

cos − sin15∘ 15∘

sin
1
2

30∘

→ = = = = 8A
2 + − 2 sin cossin2 15∘

cos2 15∘ 15∘ 15∘

1
16

1 − sin 30∘

1
16

1
2

16

→ A = = 28
−−

√ 2
−−

√

=

sin(α − ) + sin(3π + α)π

2

cos( + α) + cos(α − π)
3π

2

− sin( − α) + sin(π + α)π

2

cos( + α) + cos(π − α)
3π

2

= = = = 5− cos α − sin α

sin α − cos α
= ====

÷cosα −1 − tan α

tan α − 1

−1 −
2
3

− 12
3

−5
3

−1
3

cos 2a = a − a = 2 a − 1cos2 sin2 cos2

x = 1 + x → x − x = 1 → ( )( x − x) = 1 → cos 2x = 1cos4 sin4 cos4 sin4
x + xcos2 sin2

  
1

cos2 sin2

cos 2x = 2 x − 1 → 1 = 2 x − 1 → 2 x = 2 → x = 1 → cos x = ±1cos2 cos2 cos2 cos2

cot a + tan a = , cot a − tan a = 2 cot 2a , + = − 2ab
2

sin 2a
a

2
b

2 (a + b)2

= ( + )( − )tan4 π

8
− cot4 π

8
tan2 π

8
cot2 π

8
tan2 π

8
cot2 π

8
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که جواب حاصل   برابر   است.

می دانیم:   45

می دانیم:   46

 

  

از طرفی  و با کمک فرمول  حاصل عبارت خواسته شده را می یابیم:

 

اگر دو زاویۀ  و  متمم باشند، داریم:  47

 چون  داریم:

 48

،  و  را بررسی می کنیم:  حال گزینۀ 

 (گزینۀ 

 (گزینۀ 

 (گزینۀ 

 49

= ((tan + cot − 2 )(tan + cot )(tan − cot )
π

8
π

8
)2 tan cot

π

8
π

8
  

1

π

8
π

8
π

8
π

8

= (( − 2)( )(−2 cot )
2

sin π

4

)2 2
sin π

4

π

4

= (( − 2)( )(−2(1)) = (6)( )(−2) = × = −24
2

2√

2

)2 2
2√

2

4

2
−−

√

−48

2
−−

√

2
−−

√

2
−−

√
2
−−

√

−242
−−

√

sin a cos a = sin 2a , a =
1
2

sin2 1 − cos 2a

2

cos x − sin x = → sin x cos x − x =
− 2

−−
√

4 sin x
sin2

− 2
−−

√

4

→ sin 2x − ( ) = sin 2x − 1 + cos 2x =
1
2

1 − cos 2x

2

− 2
−−

√

4
−→−
×2 − 2

−−
√

2

→ sin 2x + cos 2x = 1 − + 2 = 1 + −
2
−−

√

2
− →−−

توان2
2x + 2xsin2 cos2

  
1

sin 2x cos 2x
  

sin 4x
1
2

1
2

2
−−

√

→ 1 + sin 4x = − → sin 4x = −
3
2

2
−−

√
1
2

2
−−

√

cos 2a = 1 − 2 a, sin( + a) = cos asin2 π

2

sin(π + x) − sin x = ⇒ − sin x − sin x =
1
2

1
2

⇒ −2 sin x = ⇒ sin x = −
1
2

1
4

sin( + 2x) = cos 2x
π

2
cos 2x = 1 − 2 xsin2

cos 2x = 1 − 2(− = 1 − =
1
4

)2 1
8

7
8

αβ

α + β = ⇒ {π

2
sin α = cos β , cos α = sin β

tan α = cot β , cot α = tan β

7x =
π

2
x + 6x = 7x = ⇒ cos x = sin 6x

π

2
2x + 5x = 7x = ⇒ sin 2x = cos 5x

π

2
3x + 4x = 7x = ⇒ tan 3x = cot 4x

π

2

= = 1
cos x sin 2x tan 3x

cot 4x cos 5x sin 6x

sin 6x cos 5x cot 4x

cot 4x cos 5x sin 6x

sin = sin( + ) = sin = sin( + ) = cos451∘ 360∘ 91∘ 91∘ 90∘ 1∘ 1∘

234

− sin = − sin( − ) = cos269∘ 270∘ 1∘ 1∘2

sin = sin( + + + ) = sin( + + ) = − sin( + ) = − cos631∘ 360∘ 180∘ 90∘ 1∘ 180∘ 90∘ 1∘ 90∘ 1∘ 1∘3

cos(− ) = cos(− ) = cos
π

180
1∘ 1∘4

α + β = ⇒ β = − α
π

2
π

2

= = = − tan α

cos( − α)
3π

2

sin β

− sin α

sin( − α)π

2

− sin α

cos α
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 50

می دانیم:     51

 52

 53

می دانیم که  است.

 54

می دانیم  است.

 55

cos(α − ) = cos( − α) = sin α
π

2
π

2
sin(α − 3π) = − sin(2π + π − α) = − sin(π − α) = − sin α

sin(α − ) = − sin( − α) = cos α
3π

2
3π

2

= 2 ⇒ = 2 ⇒ = 2
cos(α − ) − 2 sin(α − 3π)π

2

3 sin(α − )
3π

2

sin α − 2(− sin α)

3 cos α

3 sin α

3 cos α

⇒ tan α = 2 ⇒ cot α =
1
2

sin a cos a = sin 2a , sin 2a =
1
2

2 tan a

1 + atan2

= 3 → sin θ + cos θ = 3 sin θ − 3 cos θ → 4 cos θ = 2 sin θ → = 2sin θ + cos θ

sin θ − cos θ

sin θ

cos θ

→ tan θ = 2

sin θ cos θ = sin 2θ = × = × = = 0٫4
1
2

1
2

2 tan θ

1 + θtan2

1
2

4
1 + 4

2
5

=
2 sin + cos200∘ 290∘

sin + 2 cos160∘ 70∘

2 sin( + ) + cos( + )180∘ 20∘ 270∘ 20∘

sin( − ) + 2 cos( − )180∘ 20∘ 90∘ 20∘

= = = −
−2 sin + sin20∘ 20∘

sin + 2 sin20∘ 20∘

− sin 20∘

3 sin 20∘

1
3

tan( − θ) = cot θ
3π

2

cos θ = − ⇒ θ = 1 − θ = 1 − = 1 − = ⇒ sin θ = ±
10
−−

√

10
sin2 cos2 10

100
1

10
9

10

3 10
−−

√

10

sin θ =− →−−−−−
ناحیۀ سوم −3 10

−−
√

10

cot θ = = =
cos θ

sin θ

−
10√

10

−
3 10√

10

1
3

a + a = 1 − 3 a asin6 cos6 sin2 cos2

α + α = + = =tan3 cot3 αsin3

αcos3
αcos3

αsin3
α + αsin6 cos6

α αsin3 cos3

1 − 3 α αsin2 cos2

(sin α cos α)3

= = = 27(1 − ) = 27 − 9 = 18
1 − 3(

1
3

)2

(
1
3

)3

1 −
1
3

1
27

1
3

=
A sin + cos108∘ 72∘

A sin 918∘

A sin( + ) + cos( − )90∘ 18∘ 90∘ 18∘

A sin( + )720∘ 198∘

= = =
A cos + sin18∘ 18∘

A sin 198∘

A cos + sin18∘ 18∘

A sin( + )180∘ 18∘

A cos + sin18∘ 18∘

−A sin 18∘

= + = − cot − =
A cos 18∘

−A sin 18∘

sin 18∘

−A sin 18∘ 18∘ 1
A

2
3

→ − − = → = − − → =
1
α

1
A

2
3

1
A

1
α

2
3

1
A

−3 − 2α

3α

→ A = =
3α

−3 − 2α

−3α

3 + 2α
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با به دست آوردن محدودة  داریم:  56

cos

sin

5
3

9
4

π

π

 در این بازه،  هریک از مقادیر بازة  را می تواند اختیار کند.

  یعنی:

اگر  باشد آن گاه  است پس:  57

 آن گاه:

می دانیم که  است.  58

ابتدا طرفین تساوي را بر  تقسیم می کنیم:

 :مجموع مقادیر ممکن براي 

می دانیم که  است.  59

 :پس

می دانیم که  و  است.  60

توجه کنید چون  است و جواب کسر برابر  شده است بنابراین  است.

می دانیم که  است.

 از طرفی

 61

می دانیم  است.

2x

− < < − < x − π <
π

18
x − π

3
π

24
−→−
×3 π

6
π

8

< x < < 2x <−→−
+π 5π

6
9π

8
−→−
×2 5π

3
9π

4

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos = cos(2π + ) = cos =
9π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2
cos 0 = 1

cos = cos(2π − ) = cos =
5π

3
π

3
π

3
1
2

cos 2x( , 1]
1
2

< cos 2x ≤ 1 ⇒ < 2m − 1 ≤ 1 ⇒ < m ≤ 1
1
2

1
2

3
4

α + β = πcos α + cos β = 0

(x + ) + (2x + ) = ⇒ 3x = ⇒ x =30∘ 60∘ 180∘ 90∘ 30∘

= = = =
1 + tan 30∘

1 + cot 30∘

1 +
3√

3

1 + 3
−−

√

3+ 3√

3

1 + 3
−−

√

( +1)3√ 3√

3

1 + 3
−−

√

3
−−

√

3

1 + α =tan2 1
αcos2

xcos2

2 − 3 + 7 = ⇒ 2 x − 3 tan x + 7 = 3(1 + x)− →−−−−
÷ xcos2

xsin2

xcos2
sin x

cos x

3
xcos2

tan2 tan2

⇒ x + 3 tan x − 4 = 0 {tan2 − →−−−−−−−−
جمع ضرایب صفر tan x = 1

tan x = = −4c

a

1 + (−4) = −3tan x

sin 2α =
2 tan α

1 + αtan2

= → 3 tan α − 3 = 2 tan α + 2 → tan α = 5
tan α + 1
tan α − 1

3
2

sin 2α = = = =
2 tan α

1 + αtan2

10
1 + 25

10
26

5
13

sin 2a = 2 sin a cos a1 + cos 2a = 2 acos2

= 2 → = 2 → tan x = 2
sin 2x

1 + cos 2x

2 sin x cos x

2 xcos2

1 + cos 2x ≥ 02sin 2x > 0

1 + x = → 1 + 4 = → x =tan2 1
xcos2

1
xcos2

cos2 1
5

cos 2a = 2 a − 1cos2

cos 2x = 2 x − 1 = 2( ) − 1 = −cos2 1
5

3
5

: 2x = 1 − 2x = 1 − = → sin 2x = ± sin x = = 0٫8sin2 cos2 9
25

16
25

4
5

− →−−−−
sin 2x>0 4

5

sin a cos a = sin 2a
1
2

A = (1 + cos )(1 + cos(π − ))(1 + cos )(1 + cos(π − ))π

8
π

8
3π

8
3π

8

A = (1 + cos )(1 − cos )(1 + cos )(1 − cos ) = (1 − )(1 − )π

8
π

8
3π

8
3π

8
cos2 π

8
cos2 3π

8
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 62

  

  

      :پس

 63

 64

 

   
 

    

    :پس

 65

:پس  

  :گزینۀ 

 66

A = = ( ) = ( − ) =sin2 π

8
sin2 3π

8
sin2 π

8
sin2 4π − π

8
sin2 π

8
sin2 π

2
π

8
sin2 π

8
cos2 π

8

A = = = = ( = × =(sin cos )π

8
π

8

2
( sin 2( ))

1
2

π

8

2 1
4

sin2 π

4
1
4

2
−−

√

2
)2 1

4
1
2

1
8

π ≤ x ≤ 2π → −1 ≤ cos x ≤ 1 −b ≤ b cos x ≤ b− →−
b>0

→ a − b ≤ a + b cos x ≤ a + b →

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a − b =
1
2

a + b =
3
2

→ a = 1, b =
1
2

f(x) = 1 + cos x
1
2

→ f( ) = 1 + cos
5π

3
1
2

5π

3
= 1 + (2π − )

1
2

π

3
= 1 + cos

1
2

π

3
= 1 +

1
4

=
5
4

+ = → (− + = → = → y =x2 y2 r2 1
3

)2 y2 12
y2 8

9

2 2
−−

√

3

→ sin α = , tan α = = → tan α = −2
2 2

−−
√

3
y

x

2 2
−−

√

3

−
1
3

2
−−

√

→ A = 3 sin(π + α) + 2 α = 3(− sin α) + 2 α = 3(− ) + 2(−2tan2 tan2
2 2

−−
√

3
2
−−

√ )2

→ A = −2 + 2(8) → A = 16 − 22
−−

√ 2
−−

√

cos = cos( + )260∘ 180∘ 80∘
= − cos 80∘

cos = cos( + )550∘ 360∘ 190∘
= cos 190∘

= cos( − )270∘ 80∘
= − sin 80∘

sin = sin(2 × + )730∘ 360∘ 10∘
= sin 10∘

= sin( − )90∘ 10∘
= cos 80∘

A =
− cos − (− sin )80∘ 80∘

sin + cos80∘ 80∘
=

− +
cos 80∘

sin 80∘

sin 80∘

sin 80∘

+
sin 80∘

sin 80∘

cos 80∘

sin 80∘

=
− cot + 180∘

1 + cot 80∘
= = =

−0٫2 + 1
1 + 0٫2

0٫8
1٫2

2
3

sin = sin(2 × + ) = sin =750∘ 360∘ 30∘ 30∘ 1
2

cos(− ) = cos = cos( + ) = cos =420∘ 420∘ 360∘ 60∘ 60∘ 1
2

tan(− ) = − tan( ) = − tan( − ) = tan = 1315∘ 315∘ 360∘ 45∘ 45∘

= =
sin + cos(− )750∘ 420∘

2 tan(− )315∘

+
1
2

1
2

2(1)

1
2

sin = sin( − ) = sin = ✓150∘ 180∘ 30∘ 30∘ 1
2

4

sin(π + x) = + sin(π − x) → − sin x = + sin x → − = 2 sin x
1
2

1
2

1
2

→ sin x = − x = 1 − x 1 − (− = 1 − = cos x = −
1
4 و cos2 sin2 = ======

sinx=−
1
4 1

4
)2 1

16
15
16

− →−−−−−
ناحیۀ سوم 15

−−
√
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 67

 اگر

 68

 69

   

   

 

می دانیم که  است بنابراین نیاز به پیدا کردن  داریم. براي این کار عبارت آخر به دست آمده را به توان  می رسانیم.

    

 

    :پس

  

می دانیم که  است.  70

 71

cot( + x) = − tan x = − = − = −
π

2
sin x

cos x

−
1
4

−
15
−−

√

4

1

15
−−

√

cos(3x + ) + cos( − x) = 0π

12
π

6

cos α + cos β = 0 → α + β = π

⇒ 3x + + − x = π → 2x = π − − → 2x = → x =
π

12
π

6
π

12
π

6
3π

4
3π

8

= → = → cot θ = −

sin( − θ)
3π

2

cos( + θ)
3π

2

1
2

− cos θ

sin θ

1
2

1
2

= = =
sin(π − θ) + 2 cos(π + θ)

2 sin(2π − θ) + cos(2π + θ)

sin θ − 2 cos θ

−2 sin θ + cos θ

−
sin θ

sin θ

2 cos θ

sin θ

+
−2 sin θ

sin θ

cos θ

sin θ

1 − 2 cot θ

−2 + cot θ

= = = −

1 − 2(− )
1
2

−2 + (− )
1
2

2

−
5
2

4
5

cos( − x)
7π

2
+ sin( + x)

3π

2
=

2
3

→ cos(2π + − x)
3π

2
+ sin( + x)

3π

2
=

2
3

→ − sin x − cos x =
2
3

→ sin x + cos x = −
2
3

+ = (a + b − 3ab(a + b)a3 b3 )3sin x ⋅ cos x2

(sin x + cos x)2 = (−
2
3

)2 → x + xsin2 cos2
  

1

+2 sin x cos x =
4
9

→ 2 sin x cos x = −
5
9

→ sin x cos x = −
5

18

x + xsin3 cos3 = (sin x + cos x − 3 sin x cos x(sin x + cos x))3

= (− − 3(− )(− )
2
3

)3 5
18

2
3

= − −
8

27
15
27

= −
23
27

tan = 0180∘

A = tan20 +tan +tan +tan +tan +tan +tan +tan + ∘ 40∘ 60∘ 80∘ 100∘ 120∘ 140∘ 160∘
tan 180∘

0

→ A = tan + tan + tan + tan + tan( − ) + tan( − )20∘ 40∘ 60∘ 80∘ 180∘ 80∘ 180∘ 60∘

+ tan( − ) + tan( − )180∘ 40∘ 180∘ 20∘

→ A = tan + tan + tan + tan − tan − tan − tan − tan = 020∘ 40∘ 60∘ 80∘ 80∘ 60∘ 40∘ 20∘

sin(θ − ) = ⇒ − sin( − θ) = ⇒ sin(2π + − θ) = −
5π

2

3
−−

√

3
5π

2

3
−−

√

3
π

2

3
−−

√

3

19

ت2 _ یکتا
مثلثا

دبیرستان هاشمی نژاد1



 72

می دانیم  است.

 73

فقط در ناحیۀ اول است که هم کسینوس و هم کتانژانت مثبت هستند.

 74

  

 75

می دانیم  و  است.

می دانیم که  است.  76

 براي محاسبۀ  کافی است طرفین تساوي  را به توان  برسانیم.

 77

می دانیم  است.

 78

می دانیم  است.

⇒ sin( − θ) = − ⇒ cos θ = −
π

2

3
−−

√

3

3
−−

√

3

A = ( θ − θ)( ) + = θ − θ + θ = θsin2 cos2
θ + θsin2 cos2

  
1

1
1

θcos2

sin2 cos2 cos2 sin2

A = 1 − θ = 1 − (− = 1 − = 1 − =cos2
3
−−

√

3
)2 3

9
1
3

2
3

cos 2a = 2 a − 1 = 1 − 2 acos2 sin2

sin x = ⇒ cos 2x = 1 − 2 x = 1 − 2 × = 1 − =
6
−−

√

4
sin2 6

16
3
4

1
4

cos 4x = cos 2(2x) = 2 2x − 1 = 2 × − 1 = − 1 = −cos2 1
16

1
8

7
8

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2 cos(π − x) + sin( + x) < 0 ⇒ −2 cos x + cos x < 0 ⇒ − cos x < 0 ⇒ cos x > 0π

2

tan( − x) − tan( + x) > 0 ⇒ cot x + cot x > 0 ⇒ 2 cot x > 0 ⇒ cot x > 0π

2
π

2

sin(− ) + 2 tan( ) − 3 cos( )
7π

6
25π

4
124π

3
= − sin( ) + 2 tan( ) − 3 cos( )

7π

6
25π

4
124π

3
= − sin(π + ) + 2 tan(6π + ) − 3 cos(41π + )

π

6
π

4
π

3

= sin + 2 tan − 3 cos(π + ) = + 2 × 1 + 3 cos = + 3 × = 4π

6
π

4
π

3
1
2

π

3
5
2

1
2

sin a cos a = sin 2a
1
2

a − a = cos 2acos2 sin2

α sin α − α cos α = sin α cos α( α − α) = sin 2α cos 2αcos3 sin3 cos2 sin2 1
2

= × sin 2(2α) = sin 4α = sin(4 × ) = sin( ) = sin( − )
1
2

1
2

1
4

1
4

75∘ 1
4

300∘ 1
4

360∘ 60∘

= sin(− ) = − sin = − × = −
1
4

60∘ 1
4

60∘ 1
4

3
−−

√

2

3
−−

√

8

(sin α − cos α = 1 − sin 2α)2

cos( − 2α) = − sin 2α
3π

2

− sin 2αsin α − cos α =
1
2

2

(sin α − cos α = ( → 1 − sin 2α = → − sin 2α = −)2 1
2

)2 1
4

3
4

1 − cos a = 2 sin2 a

2
1 + sin = m ⇒ 1 + sin( + ) = m ⇒ 1 − sin = m ⇒ 1 − sin( − ) = m220∘ 180∘ 40∘ 40∘ 90∘ 50∘

⇒ 1 − cos = m ⇒ 2 ( ) = m ⇒ =50∘
sin2 50∘

2
sin2 25∘ m

2

sin a cos a = sin 2a
1
2
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 79

می دانیم   است.

 80

می دانیم  است.

 81

 

       

  

  

اگر نقطۀ  را نسبت به مبدأ مختصات قرینه کنیم نقطۀ  به دست می آید که در دایرة مثلثاتی نقطۀ  نسبت به نقطۀ  به اندازة  رادیان  82
اختلاف دارد و داریم:
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 عبارت را در   ضرب و تقسیم می کنیم، بنابراین داریم:
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 توجه کنید چون  است پس جواب  قابل قبول نمی باشد.

می دانیم  و  است.  92

   

   

می دانیم  و  است.  93

   

 اکنون باید  را حساب کنیم.
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